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Вступ. Внаслідок процесів, які відбуваються при функціонуванні сучасних 

електромеханічних систем (ЕМС), ці системи з точки зору теорії динамічних систем 

можна розглядати як складні нелінійні динамічні системи [1-3]. Рух таких систем 

повністю визначається зовнішніми впливами, які діють на ЕМС, їх параметрами та 

початковими умовами роботи [4-6]. Причому в деяких випадках, які обумовлені 

певними значеннями параметрів та початкових умов роботи ЕМС, їх динаміка 

перестає бути регулярною [7-9] та набуває хаотичного характеру [10-13].  

Вищезазначені фактори ускладнюють дослідження електромеханічних 

систем та, в загальному випадку, унеможливлюють використання класичних 

методів аналізу динаміки ЕМС [14-15], оскільки останні нехтують особливостями 

нелінійних систем [16-18] та описують їх динаміку за допомогою звичайних 

лінійних диференційних рівнянь зі сталими коефіцієнтами. В той же час в теорії 

керування напрацьовано велику кількість різноманітних методів і підходів для 

аналізу стійкості [19-20] та синтезу траєкторій руху саме на основі лінійних 

диференційних рівнянь [21-22]. 

Тому виникає важлива задача створення математичних моделей нелінійних 

ЕМС, які враховують особливості їх руху, але мають вигляд аналогічний до 

лінійних моделей. 

Метою роботи є розробка методики опису руху нелінійних 

електромеханічних систем за допомогою лінійних диференційних рівнянь зі 

змінними коефіцієнтами, які залежать від координат досліджуваної ЕМС. 

Матеріали та результати досліджень. В нашій роботі ми будемо розглядати 

рух узагальненої електромеханічної системи, яка описується диференційними 

рівняннями виду: 
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d
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, (1) 

 

тут: f – матриця-функція, y, u – вектори зміних стану та зовнішні впливи, t – час. 
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Наявність матриці-функції f() робить цю систему нелінійною у випадках, 

коли кожен компонент fi() матриці-функції f() має вигляд складніший за зважену за 

деякими коефіцієнтами лінійну комбінацію змінних стану розглядаємої системи. 

Як вже зазначалося, класичний підхід до аналізу нелінійних систем 

передбачає здійснювати розкладання кожного компоненти функції f в ряд Тейлора 

в околиці робочої точки [21]. При цьому система (1) перетворюється до вигляду: 
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де матриці коефіцієнтів В и m визначаються наступними залежностями: 
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а  , , tg y U  – є матрицею-функцією, компоненти якої є членам ряду Тейлора другого 

і вищих порядків, 
*

y  та 
*

u  є векторами, які визначають положення робочої точки 

розглядаємої системи у фазовому просторі та керуючі сигнали, які подаються на 

систему в цій точці. 

 

Оскільки останній доданок у рівняннях (2) визначається поліноміальною 

залежністю, то при задачах аналізу та синтезу руху цим доданком нехтують 
 

 

d

dt
 y By mU

. (4) 

 

Очевидно, що якщо об'єкт (1) описується істотно нелінійними функціями fі(), 

то при виконанні подібної процедури  відбувається значна втрата інформації про 

розглядаєму систему. Таким чином, (4) є значним спрощенням (1) і отримані 

шляхом використання рівняння (4) результати взагалі-то є справедливими лише для 

робочої точки системи (1). При цьому не гарантується досягнення цієї точки на 

траєкторіях руху (4) та збереження стійкості руху в цілому. 

Представлення нелінійної функції у виді перемінних коефіцієнтів, що 

визначаються на основі методу гармонійної лінеаризації нелінійної залежності 

 



240 

 

 

      

      

2π

c i c c c c

0

2π

c i c c c c

0

q A,ω = f Asin ω t ,ω t sin ω t dω t;

q' A,ω = f Asin ω t ,ω t cos ω t dω t,

 
 

 
 




 (5) 

 

де А и c – амплітуда і частота еквівалентного лінеаризуючого впливу відповідно,  

приводить до перетворення системи рівнянь (1) до наступного вигляду: 
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Такий підхід дає досить точні результати для простих нелінійних функцій, що 

не містять петльових залежностей. Однак представлення узагальненої функції 

 , , tf y U  у виді   Asin ωt ,ωtf
 вимагає виконання ряду додаткових обчислень, які 

складно формалізуються і являють собою самостійну досить складну задачу. До 

того ж, метод гармонійної лінеаризації є наближеним через припущення про 

синусоїдальну зміну координат розглядаємої системи під дією зовнішнього 

синусоїдального впливу. Для багатьох нелінійних систем таке наближення є досить 

грубим оскільки формуємі траєкторії руху в наслідок наявності нелінійних 

залежностей можуть суттєво відрізнятися від синусоїдальних. Через цей факт 

рівняння (6) є черговим, більш точним у порівнянні з використанням системи (4), 

наближенням до рівнянь (1). Проте точної відповідності цих рівнянь немає. 

Встановлювати точну відповідність між вихідними та перетвореними 

рівняннями ми пропонуємо використовуючи поняття псевдо-аффінних динамічних 

систем [21]. З використанням цього підходу матриці коефіцієнтів В и m для 

динамічної системи (1) будемо шукати в такий спосіб. 

Помножимо і розділимо праву частину системи (1) на суму лінійних 

комбінацій керуючих впливів і координат об’єкта: 

 

 

 

   

n l

ik i ik i

i 1 i 1
i i n l

ik i ik i

i 1 i 1

n l
i i

ik i ik in l n l
i 1 i 1

ik i ik i ik i ik i

i 1 i 1 i 1 i 1

a y c U
d

y f , , t
dt

a y c U

f , , t f , , t
a y c U .

a y c U a y c U

 

 

 

   



 



   
   
    
       
   

 

 

 
   

y U

y U y U

  (7) 



241 

 

Коефіцієнти аik ,cik  є довільними і повинні вибиратися в такий спосіб що б 

знаменник (7) не дорівнював нулю в усьому діапазоні можливих значень координат 

та керуючих впливів об’єкта (1). 

Якщо функція  if , , ty U  має строгий математичний опис, то подальший 

порядок перетворень буде наступним: 

Введемо наступне позначення: 
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та, підставивши (8) у (7), одержимо 
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де  

 

    ik ik i ik ik ib a K , , t , m c K , , t   y U y U . (11) 

 

У випадку, якщо функція  if , , ty U  не має суворого математичного опису, 

такий опис є занадто складний, її можна замінити, відповідно до системи (1) 

наступним чином 
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Позначивши вираз в дужках наступним чином 
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та визначивши коефіцієнти (11) одержимо систему рівнянь, яка є аналогічною до 

системи (10). 

 

Висновки. Таким чином, у результаті виконання перетворень (7) – (9), (11)-

(13) система нелінійних диференціальних рівнянь (1) приведена до тотожної 

системи (10) зі змінними коефіцієнтами (1). Причому ці перетворення легко 

формалізуються і можуть бути виконані за допомогою сучасних програмних 

засобів. Завдяки тому, що система (10) має вид аналогічний (4), аналіз та синтез 

траєкторій руху розглядаємої системи може здійснюватися будь-яким відомим 

методом. 
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